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摘　要：Sombor 指标是由 Gutman 在化学图论中引入的一种基于顶点度的新拓扑指标。文章讨论了路 Pn 与扇图 Fm、轮图 W
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一些特殊简单图的笛卡尔积的拓扑指标被众多学者研究。扇图和轮图的笛卡尔积在各种化合物的分

析过程中具有重要作用［12］，因此研究各类图的笛卡尔积图的拓扑指标对各方面应用有重要的意义［13］。文章

讨论了几类图的笛卡尔积、直积、强积的 Sombor 指标，并得出相关结论。

Sombor 指标与图的顶点度具有直接的联系，根据所要研究的图的结构特点，可以先通过观察一类图顶

点较少的情况，再将其顶点特征推广到任意顶点数的情况，给出对应图边集的划分，最后总结出相应的

结论。

定义 1［14］ 笛卡尔积：设 G 和 H 是两个简单图，定义为：V (G□H ) = V (G ) × V (H )，若顶点 ( )u1, v1 与顶点

( )u2,v2 相邻当且仅当 u1 = u2 且 v1 v2 ∈ E ( )H 或 v1 = v2 且 u1u2 ∈ E ( )G  （图 1）。

定义 2［15］ 直积：设 G 和 H 是两个简单图，定义为：V ( )G × H = V ( )G × V ( )H ，若顶点
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定义 7 棒棒糖图：Na,b 表示将一个 b + 1 阶路 Pb + 1 连接在 a 阶圈 Ca 上（图 6）。

定义 8 杠铃图：由两个互不相交的 a 阶圈 Ca，b 阶圈 Cb 和一个 b + 1 阶路 Pb + 1( )b ≥ 1 ，其中这两个圈 Ca

和 Cb 通过 Pb + 1 连接，由 Da,b,c 表示（图 7）。

图 4 轮图 W9

Pb+1

Ka

图 5 风筝图 Na,b

Ca
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图 6 棒棒糖图 La,b

Ca

Pb+1

Cb

图 7 杠铃图 Da,b,c

1 路、扇图、轮图的笛卡尔积的 Sombor指标

本章将讨论不同阶的路、轮图、扇图之间作笛卡尔积的 Sombor 指标，并得出确切的指标值。

定理 1 图 G = Pn□Wm 的 Sombor 指标为

                               SO ( )G = ( )11mn - 9n - 20m + 14 2 + 2 2m2 + 2m + 1
                                               +( )n - 2 ( )m - 1 m2 + 2m + 26 + 2 ( )m - 1 41 + 2 ( )m - 1 m2 + 16

证明 v (G ) = mn 和  e ( )G = 3mn - m - 2n. 图 G 的最小度 δG = 4，最大度 △G = m + 1，图 G 有 2 条边连接

最大度点与 m 度点，( )n - 2 ( )m - 1
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       = 2 ( )m + 1 2 + m2 + ( )n - 2 ( )m - 1 ( )m + 1 2 + 52 + ( )2n - 5 ( )m - 1 52 + 52

          +2 ( )m - 1 42 + 52 + 2 ( )m - 1 42 + 42 + 2 ( )m - 1 42 + m2 + ( )n - 3 ( )m + 1 2 + ( )m + 1 2

       = 2 2m2 + 2m + 1 + ( )n - 2 ( )m - 1 m2 + 2m + 26 + 5( )2n - 5 ( )m - 1 2 + 2 ( )m - 1 41
          +8 ( )m - 1 2 + 2 ( )m - 1 16 + m2 + ( )n - 3 ( )m + 1 2
       = ( )11mn - 9n - 20m + 14 2 + 2 2m2 + 2m + 1 + ( )n - 2 ( )m - 1 m2 + 2m + 26
          +2 ( )m - 1 41 + 2 ( )m - 1 m2 + 16
定理 2 图 G = Pn□Fm 的 Sombor 指标为

SO ( )G = ( )11mn - 26n - 20m + 26 2 + 2 2m2 + 2m + 1 + 2 ( )n - 2 m2 + 2m + 17 + 4 m2 + 9
                +2 ( )m + n - 5 41 + 2 ( )m - 3 16 + m2 + ( )mn - 3n - 2m + 6 m2 + 2m + 26 + 40
证明 v (G ) = mn 和  e ( )G = 3mn - m - 3n. 图 G 的最小度 δG = 3，最大度 △G = m + 1，图 G 有 2 条边连接

最大度点与 m 度点，2 ( )n - 2 条边连接最大度点与 4 度点，( )n - 3 条边连接最大度点，8 条边连接最小度点和

4 度点，4 条边连接最小度点和 m 度点，2 ( )m + n - 7 条边连接 4 点，2 ( )m + n - 5 条边连接 4 度点与 5 度点，

( )2mn - 5m - 7n + 17 条边连接 5 度点，2 ( )m - 3 条边连接 m 度点和 4 度点，( )mn - 3n - 2m + 6 条边连接最

大度点和 5 度点，因此能得出图 G 的 Sombor 指标。

定理 3 图 G = Wn□Wm 的 Sombor 指标为

SO ( )G = ( )n - 1 ( )n + m - 2 2 + ( )m + 2 2 + ( )m - 1 ( )n + m - 2 2 + ( )n + 2 2

                +( )n - 1 ( )m - 1 ( )m2 + 4m + 40 + n2 + 4n + 40 + ( )14mn - 11n - 11m + 8 2
证明 v (G ) = mn 和  e ( )G = 4mn - 2n - 2m. 笛卡尔积图 G 的最小度 δG = 6，最大度 △G = m + n - 2，这

里具有 ( )n - 1 条边连接最大度点与 ( )m + 2 度点，( )m - 1 条边连接最大度点与 ( )n + 2 度点，( )n - 1 ( )m - 1
条边连接最小度点与 ( )m + 2 度点，( )n - 1 ( )m - 1 条边连接最小度点与 ( )n + 2 度点，2 ( )n - 1 ( )m - 1 条

边连接最小度点，( )n - 1 条边连接 ( )m + 2 度点，( )m - 1 条边连接 ( )n + 2 度点，因此有了笛卡尔积图 G
的 Sombor 指标的表达式。

定理 4 图 G = Wn□Fm 的 Sombor 指标为

   SO ( )G = 2 ( )( )m + n - 2 2 + ( )n + 1 2 + ( )n + 1 2 + ( )n + 2 2 + ( )m - 3 ( )m + n - 2 2 + ( )n + 2 2

         +( )n - 1 ( )m + n - 2 2 + ( )m + 2 2 + ( )14mn - 34n - 11m + 22 2 + 2 ( )n - 1
          ( n2 + 2n + 26 + m2 + 4m + 29 + 61 ) + ( )n - 1 ( )m - 3 ( )m2 + 4m + 40 + n2 + 4n + 40
证明 v (G ) = mn 和  e ( )G = 4mn - 3n - 2m. 图 G 的最小度 δG = 5，最大度 △G = m + n - 2，这里具有 2 条

边连接最大度点与 ( )n + 1 度点，( )m - 3 条边连接最大度点与 ( )n + 2 度点，( )n - 1 条边连接最大度点与

( )m + 2 度点，( )2n - 2 条边连接最小度点，( )2n - 2 条边连接最小度点与 6 度点，( )2n - 2 条边连接最小度点

与 ( )n + 1 度点，( )2n - 2 条边连接最小度点与 ( )m + 2 度点，( )n - 1 ( )m - 3 条边连接 ( )m + 2 度点与 6 度点，

( )n - 1 ( )m - 3 条边连接( )n + 2 度点与 6 度点，( )2mn - 2m - 7n + 7 条边连接 6 度点，2 条边连接( )n + 1 度点

与( )n + 2 度点，( )n - 1 条边连接( )m + 2 度点，( )m - 4 条边连接( )n + 2 度点，因此能得出图
ڏ൥ᑟ४ѣڂ
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SO ( )G = 1
2 n ( )n2a + n2b + n2 c - n2 + 2na + 2nb + 2nc - 10n + a + b + c - 13 2 + 6n 2n2 + 6n + 5

证明 v (G ) = n ( )a + b + c - 1 和  e ( )G = 1
2 n ( )na + nb + nc - n + a + b + c + 1 . 图 G 的最小度 δG = n + 1，

最 大 度 △G = n + 2，这 里 具 有 n ( )n - 1 条 边 连 接 最 大 度 点 ，6n 条 边 连 接 最 大 度 点 和 最 小 度 点 ，

1
2 n ( )na + a + nb + b + nc + c - 3n - 9 条边连接最小度点，则图 G 的 Sombor 指标为

SO ( )G = 1
2 n ( )n2a + n2b + n2 c - n2 + 2na + 2nb + 2nc - 10n + a + b + c - 13 2 + 6n 2n2 + 6n + 5

定理 8 图 G = Na,b□Kn 的 Sombor 指标为

SO ( )G = 1
2 n ( )an2 + bn2 + 2an + 2bn + a + b - 8n - 8 2 + 3n 2n2 + 6n + 5 + n 2n2 + 2n + 1

证明 v (G ) = n ( )a + b 和  e ( )G = 1
2 n ( )na + nb + a + b 。 图 G 的最小度 δG = n，最大度 △G = n + 2，这里

具有
1
2 n ( )n - 1 条边连接最大度点，3n 条边连接最大度点与 ( )δG + 1 度点，

1
2 n ( )an + bn - 2n + a + b - 6 条

边连接 ( )δG + 1 度点，n 条边连接最小度点与 ( )δG + 1 度点，
1
2 n ( )n - 1 条边连接最小度点，则图 G 的 Sombor 指

标为

SO ( )G = 1
2 n ( )an2 + bn2 + 2an + 2bn + a + b - 8n - 8 2 + 3n 2n2 + 6n + 5 + n 2n2 + 2n + 1

3 直积图的 Sombor指标

本章讨论直积图的 Sombor 指标，并得出一般图与正则图的直积的 Sombor 指标与它的因子图的 Sombor
指标之间的关系式。

定理 9 设图 G 为 n 阶 k-正则图，图 H 为任意图，则有

SO ( )G × H = nk2 SO ( )H

证明 设 V ( )G = { }u1,u2, ⋅ ⋅ ⋅,un ，V ( )H = { }v1,v2, ⋅ ⋅ ⋅,vm ，E ( )G = { }uiuj|1 ≤ i, j ≤ n ，E ( )H = { }vs vl|1 ≤ s,l ≤ m ，

则 V ( )G × H = { }ui vs|1 ≤ i ≤ n,1 ≤ s ≤ m ，E ( )G × H = { }( )ui vs ( )uj vl |1 ≤ i, j ≤ n,1 ≤ s,l ≤ m ，若 dG( )ui = k，则

dG × H( )ui vs = dG( )ui dH( )vs = kdH( )vs . 令 e1 = ( )ui vs ( )uj vl ∈ E ( )G × H ，则有 e2 = ( )uj vs ( )ui vl ∈ E ( )G × H ，由此得

出 e ( )G × H = 2e ( )G e ( )H ，并且 dG × H( )ui vs = dG × H( )uj vs ，dG × H( )ui vl = dG × H( )uj vl ，所以

SO ( )G × H = ∑
( )ui vs ( )uj vl ∈ G × H

dG × H
2( )ui vs + dG × H

2( )uj vl = 2k nk
2 ∑

vs vl ∈ H

dH
2( )vs + dH

2( )vl = nk2 SO ( )H

4 完全图、圈、路的积图的 Sombor指标

本章将给出完全图与路、圈作直积、笛卡尔积、强积，路和圈作直积、强积所得到图的 Sombor 指标的准确

表达式，并得出一般图的直积、笛卡尔积、强积的 Sombor 指标的关系式。

定理 10 （1）SO ( )Kn□Pm = 2n 2n2 + 2n + 1 + ( )1
2 mn3 + mn2 + 1

2 mn - 4n2 - 2n 2；

（2）SO ( )Kn□Cm = 1
2 nm ( )m + 1 ( )n + 1 2；

（3）SO ( )Kn × Pm = ( )2n3 - 4n2 + 2n 5 + ( )2n3m - 4n2m - 6n3 + 12n2 + 2nm - 6n 2，( )m > 2 ；

（4）SO ( )Kn × Cm = nm ( )m - 2 ( )n - 1 2；

（5）SO ( )Kn⊠Pm = 2n2 13n2 - 10n + 2 + ( )9
2 n3m - 3n2m - 10n3 + 4n2 + 1

2 nm 2，( )m > 2 ；
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（6）SO ( )Kn⊠Cm = 1
2 nm ( )3n - 1 2 2；

（7）SO ( )Pn × Pm = 4 17 + ( )8m + 8n - 48 5 + ( )8mn - 24m - 24n + 80 2，( )m,n > 2 ；

（8）SO ( )Cn × Cm = 8mn 2；

（9）SO ( )Cn × Pm = 8n 5 + ( )8nm - 12n 2，( )m > 2 ；

（10）SO ( )Pn⊠Pm = ( )32mn - 78m - 78n + 200 2 + 8 34 + 4 53 + ( )6m + 6n - 32 89，( )m,n > 2 ；

（11）SO ( )Cn⊠Cm = 32mn 2；

（12）SO ( )Cn⊠Pm = ( )32mn - 78n 2 + 6n 89.
证明 （1）显然 v (Kn□Pm ) = mn和  e ( )Kn□Pm = 1

2 mn2 + 1
2 mn - n，笛卡尔积图Kn□Pm 的最小度δKn□Pm

= n，

最 大 度 △Kn□Pm
= n + 1，该 图 含 有 n2 - n 条 边 连 接 最 小 度 点 ，2n 条 边 连 接 最 小 度 点 与 最 大 度 点 ，

( )1
2 mn2 + 1

2 mn - n2 - 2n 条边连接最大度点，因此能得到图 Kn□Pm 的 Sombor 指标表达式；

（2）由文献［7］可知，若图 G 是 n 阶的 k -正则图，则 G 的 Sombor 指标为 SO ( )G = nk2

2 ，显然，图 Kn□Cm 是一

个 mn 阶的( )n + 1  -正则图，所以 SO ( )Kn□Cm = 1
2 nm ( )m + 1 ( )n + 1 2；

（3）因为 Kn × Pm 符合定理 10 的条件，Kn 是 n 阶的 n - 1-正则图，因此直接代入

                    SO ( )Kn × Pm = nk2 SO ( )H = n ( )n - 1 2é
ë

ù
û2 5 + 2 ( )m - 3 2

                                   = ( )2n3 - 4n2 + 2n 5 + ( )2n3m - 4n2m - 6n3 + 12n2 + 2nm - 6n 2，( )m > 2 ；

（4）直积图 Kn × Cm 是一个 mn 阶的( )2n - 2  - 正则图，所以 SO ( )Kn × Cm = nm ( )m - 2 ( )n - 1 2；

（5）v (Kn⊠Pm ) = mn 和  e ( )Kn⊠Pm = 3
2 mn2 - n2 - 1

2 mn，强积图 Kn⊠Pm 的最小度 δKn⊠Pm
= 2n - 1，最大度

△Kn⊠Pm
= 3n - 1，该图有n2 - n条边连接最小度点，2n2 条边连接最小度点与最大度点，( )3

2 mn2 - 4n2 - 1
2 mn + n

条边连接最大度点，因此能得到图 Kn⊠Pm 的 Sombor 指标表达式；

（6）强积图 Kn⊠Cm 是一个 mn 阶的( )3n - 1  - 正则图，所以很容易就能得出

SO (Kn⊠Cm ) = 1
2 nm ( )3n - 1 2 2

（7）v (Pn × Pm ) = mn 和 e ( )Pn × Pm = 2 ( )m - 1 ( )n - 1 ，直 积 图 Pn × Pm 的 最 小 度 δPn × Pm
= 1，最 大 度

△Pn × Pm
= 4，该图有 4 条边连接最小度点与最大度点，4 条边连接 2 度点，( )4m + 4n - 24 条边连接 2 度点和最

大度点，( )2mn - 6m - 6n + 18 条边连接最大度点，因此能得到图 Pn × Pm 的 Sombor 指标表达式；

（8）因 为 Cn × Cm 符 合 定 理 10 的 条 件 ，Cn 是 2- 正 则 图 ，因 此 直 接 代 入 SO ( )Cn × Cm = nk2 SO ( )Cm =
n222m 2 = 8mn 2；

（9）因 为 Cn × Pm 符 合 定 理 10 的 条 件 ，Cn 是 2- 正 则 图 ，因 此 直 接 代 入 SO ( )Cn × Pm = nk2 SO ( )Pm =
n22é

ë
ù
û2 5 + 2 ( )m - 3 2 = 8n 5 + ( )8nm - 12n 2；

（10）v (Pn⊠Pm ) = mn和e ( )Pn⊠Pm = 4mn - 3m - 3n + 2，强积图Pn⊠Pm的最小度δPn⊠Pm
= 3，最大度△Pn⊠Pm

= 8，
该图有 8 条边连接最小度点和 5 度点，4 条边连接最小度点与最大度点，( )2m + 2n - 8 条边连接 5 度点，

( )6m + 6n - 32 条边连接 5 度点和最大度点，( )4mn - 11m - 11n + 30 条边连接最大度点，因此能得到图

Pn⊠Pm 的 Sombor 指标表达式；

（11）强积图 Cn⊠Cm 是一个 mn 阶的 8-正则图，所以易得 SO ( )Cn⊠Cm = mn82

2 = 32mn 2；
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（12） v (Cn⊠Pm ) = mn 和  e ( )Cn⊠Pm = 4mn - 3n，强积图 Cn⊠Pm 的最小度 δCn⊠Pm
= 5，最大度 △Cn⊠Pm

= 8，该

图有 2n 条边连接最小度点，6n 条边连接最小度点与最大度点，( )4mn - 11n 条边连接最大度点，因此能得到

图 Cn⊠Pm 的 Sombor 指标表达式。

定理 11 设图 G 是连通的非平凡图，G = G1 ⋃ G2 ⋃ G3 ⋃ ⋅ ⋅ ⋅ ⋃Gn，则有

SO ( )G > ∑
i = 1

n

SO ( )Gi

证明 这里 G1,G2,G3, ⋅ ⋅ ⋅,Gn 是图 G 的子图，即 G = G1 ⋃ G2 ⋃ G3 ⋃ ⋅ ⋅ ⋅ ⋃Gn，这里图 Gi( )1 ≤ i ≤ n 的边集

E ( )Gi ≠ Φ，E ( )G = E ( )G1 + E ( )G2 + E ( )G3 + ⋅ ⋅ ⋅ +E ( )Gn ，对于 Gi( )1 ≤ i ≤ n 中的任意一点 v ∈ V ( )Gi ，必有

v ∈ V ( )G ，并且 dG( )v ≥ dGi
( )v ，若边 e = uv ∈ E ( )Gi ，必有 e ∈ E ( )G ，在 Gi 中至少有一个顶点的度 dGi

( )u 小于 G

中该顶点的度 dG( )u ，即 dG( )u > dGi
( )u ，则 dG

2( )v + dG
2( )u > dGi

2( )v + dGi

2( )u ，因为 E ( )Gi ⊆ E ( )G ，所以

SO ( )G > SO ( )Gi ，又因为 E ( )G = E ( )G1 + E ( )G2 + E ( )G3 + ⋅ ⋅ ⋅ +E ( )Gn ，所以 SO ( )G > ∑
i = 1

n

SO ( )Gi .
推论 1 设图 G 和图 H 是连通的非平凡图，则有

SO ( )G⊠H > SO ( )G × H + SO ( )G□H

证 明 因 为 G⊠H = ( )G × H ⋃ ( )G□H ，所 以 E ( )G⊠H = E ( )
/

( )

/ /׋
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Sombor Index of Several Kinds of Product Graphs
ALIMIRE·Tuerhong，MAITUROUZI·Maisidike*，LIU Zhao-zhi

（School of Mathematical Sciences， Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：Sombor index is a new topological index based on vertex degree introduced by Gutman in Chemical 
Graph Theory. In this paper，Sombor indices of cartesian products of path Pn with fan graph Fm and wheel graph Wm，

wheel graph Wn with fan graph Fm and wheel graph Wm，fan graph Fn with fan graph Fm，and lollipop graph Na,b，
barbell graph Da,b,c and kite graph La,b with complete graph Kn are discussed，Sombor indices of Direct products，

Cartesian products and Strong products of complete graph，path and cycleare are also studied and the exact index 
values and some relations of sombor indices about product graph are obtained.

Keywords：Sombor index；Cartesian product；Direct product；Strong product
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Bayes Estimation of the Shape Parameter of Pareto Distribution
under the Gradually Increasing of Type Ⅱ Truncation

ZHAO Meng-ru，ZHOU Ju-ling*

（School of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：Based on gradually increasing type Ⅱ truncated samples. Firstly，obtain the maximum likelihood 
estimation of the Pareto distribution shape parameter，considering the two loss functions and the two prior distributions 
of shape parameters， four Bayes estimation of the distribution shape parameter is concluded. It is found from 
the numerical simulation results that the mean square error of the four Bayes estimates is less than the maxi⁃
mum likelihood estimate. Among them，when the loss function is a quadratic loss function and the prior distribution 
of the 


