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摘　要：拓扑指标是分子结构的数学描述符，它将分子的形状、大小、分支等结构特征数值化，且计算简便、取值客观，不易受经验和实

验的影响，是数学与化学研究中非常活跃的领域之一。研究拓扑指标图不变量可用于描述和预测有机化合物的理化或药理性质。文章研究

Mycielski 图的补图的两类度距离指标：Schultz 指标和修正的 Schultz 指标。同时，还给出了一些特殊图的 Mycielski 图及其补图的 Lanzhou 指标

的表达式。
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S*( )G = ∑
{ }vi ,vj ⊏ V ( )G

dG( )vi,vj ( )dG( )vi dG( )vj

最近，Vukičeviċ 等人为分子图 G 引入了一个新的拓扑指标，称 Lanzhou 指标［10］，即

Lz ( )G = ∑
u ∈ V ( )G

d̄u d2
u

其中，du 和 d̄u 分 别 表 示 图 G 中 点 u 的 度 和 图 G 的 补 图 Ḡ 中 点 u 的度。Lanzhou 指标 Lz（G）也可表示为

( )n - 1 M1( )G - F ( )G , 其中 n 是 G 中的顶点数，M1（G）表示 G 的第一 Zagreb 指标且 F（G）表示 G 的 Forgotten 指

标［11-13］，即

F ( )G = ∑
vi ∈ V ( )G

d3
G( )vi = ∑

vi vj ∈ E ( )G

d2
G( )vi + d2

G( )vj

在文献［14］中已经给出了 Mycielski 图的两类度距离指标 Schultz 指标和 Gutman 指标的界。文章将主要

讨论 Mycielski 图的补图的两类度距离指标 Schultz 指标和 Gutman 指标，并给出了具体表达式。同时，还给出

了一些特殊图的 Mycielski 图及其补图的 Lanzhou 指标的表达式。

1 基础知识

设 G = ( )V ( )G ,E ( )G 是含有点集为 V ( )G 且边集 E ( )G 的简单连通图。在图 G 中，dG (u ) 表示点 u 的度，

dG (u,v ) 表示点 u 和点 v 的距离。

图 G 的补图 Ḡ 具有相同的顶点集 V ( )G ，且 G 中的两个顶点相邻当且仅当在 Ḡ 中不相邻。

图 G 的 Mycielski 图［15］记为 μ (G )，其顶点集为 V ⋃ V′ ⋃ { }u ，其中 V′ = { }x′:x ∈ V ，边集为 E ⋃ { }xy′:xy ∈ E

⋃{ }x′u:x′ ∈ V′ ，其中称 x′为 x 的拷贝点，称 u 点为 μ (G ) 的根点。

引理 1 设 G 是含有 n 个点和 m 条边的简单连通图，则有

∑
{ }vi ,vj ⊑ V ( )G

( )dG( )vi + dG( )vj = 2m ( )n - 1
引理 2［5］ 设 G 是含有 n 个点和 m 条边的简单连通图，则有 

------M1 ( )G = ∑
vi vj ⊄ E ( )G

( )dG( )vi + dG( )vj = 2m ( )n - 1 - M1( )G

引理 3［6］ 设 G 是含有 n 个点和 m 条边的简单连通图，则有

------M2 ( )G = 2m2 - M2( )G - 1
2 M1( )G

2 主要结论

命题 1 设 G 是含有 n 个点和 m 条边的简单连通图，则其 Mycielski 图 μ (G ) 与 Mycielski 图的补图 μ̄ (G ) 中

任意一点 u 的度和任意点对{ }u,v 的距离有：

（1）若 ∀u ∈ V ( )μ (G ) ，则有 Mycielski 图 μ (G ) 与 Mycielski 图的补图 μ̄ (G ) 中任意一点 u 的度分别为

dμ ( )G ( )u =
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

2dG( )vi ,            u = vi

dG( )vi + 1,       u = xi

n,                        u = z

和

                                                                  dμ̄ ( )G ( )u =
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

2n - 2dG( )vi ,            u = vi

2n - 1 - dG( )vi ,      u = xi

n,                                  u = z

（2）若 ∀{ }u,v ∈ V ( )μ (G ) ，则有 Mycielski 图 μ (G ) 与 Mycielski 图的补图 μ̄ (G ) 中的任意两点 u 和 v 的距离

分别为
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( )i dμ ( )G ( )u,v =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

2,                     u = xi,v = xj

dG( )vi ,vj ,       u = vi,v = vj,dG( )vi ,vj ≤ 3
4,                     u = vi,v = vj,dG( )vi ,vj ≥ 4

                                           ( )ii dμ ( )G ( )u,v =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

2,                    u = vi,v = xj,i = j

dG( )vi ,vj ,       u = vi ,v = xj,i ≠ j,dG( )vi ,vj ≤ 2
3,                    u = vi ,v = xj,i ≠ j,dG( )vi ,vj ≥ 3

                                          ( )iii dμ ( )G ( )u,v = ì
í
î

1,                    u = xi,v = z
2,                    u = vi,v = z

和

                                          ( )iv dμ̄ ( )G ( )u,v =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1,                   u = vi,v = vj,dG( )vi ,vj > 1,vi vj ∉ E ( )G

2,                   u = vi,v = vj,dG( )vi ,vj = 1,vi vj ∈ E ( )G

1,                   u = xi,v = xj

                                            ( )v dμ̄ ( )G ( )u,v =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1,                   u = vi,v = xj,i = j

1,                   u = vi,v = xj,i ≠ j,dG( )vi ,vj > 1
2,                   u = vi,v = xj,i ≠ j,dG( )vi ,vj ≥ 1

                                          ( )vi dμ̄ ( )G ( )u,v = ì
í
î

1,                   u = vi,v = z
2,                   u = xi,v = z

显然，在 μ (G ) 中的任意两点 u 和 v 的最大距离是 4，在 μ̄ (G ) 中的任意两点 u 和 v 的最大距离是 2.
2.1 Mycielski图补图的 Schultz 指标和修正 Schultz 指标

定理 1 设 G 是含有 n 个点和 m 条边的简单连通图，则其 Mycielski 图的补图 μ̄ (G ) 的 Schultz 指标为 
S ( μ̄ (G ) ) = 8n3 + 3n2 - n - 4m - 5M1 (G ).

证明 在 μ (G ) 中，任意两点 u 和 v 分别是以下五种类型的点对：类型 1：{ }vi, vj 是图 G 的点，类型 2：{ }xi, xj

是图 G 点的拷贝点，类型 3：{ }vi, xj 是图 G 的点和图 G 点的拷贝点，类型 4：{ }vi, z 是图 G 的点和根点，类型 5：

{ }xi, z 是图 G 的拷贝点和根点。

（1）若 u 和 v 是类型 1 的点对，则其对 Schultz 指标的贡献值为

                         ∑
{ }vi ,vj ⊏ V ( )G

dμ̄ ( )G ( )vi,vj ( )dμ̄ ( )G ( )vi + dμ̄ ( )G ( )vj

                         = ∑
dG( )vi ,vj = 1
vi vj ∈ E ( )G

dμ̄ ( )G ( )vi,vj ( )dμ̄ ( )G ( )vi + dμ̄ ( )G ( )vj + ∑
dG( )vi ,vj > 1
vi vj ∉ E ( )G

dμ̄ ( )G ( )vi,vj ( )dμ̄ ( )G ( )vi + dμ̄ ( )G ( )vj

                         = ∑
dG( )vi ,vj = 1
vi vj ∈ E ( )G

2[ ]2n - 2dG( )vi + 2n - 2dG( )vj + ∑
dG( )vi ,vj > 1
vi vj ∉ E ( )G

[ ]2n - 2dG( )vi + 2n - 2dG( )vj

                         = ∑
vi vj ∈ E ( )G

2 ( )4n - 2 ( )dG( )vi + dG( )vj + ∑
vi vj ∉ E ( )G

( )4n - 2 ( )dG( )vi + dG( )vj

                         = 2n3 - 2n2 + 4m - 2M1( )G

（2）若 u 和 v 是类型 2 的点对，则其对 Schultz 指标的贡献值为

                         ∑
{ }xi ,xj ⊑ v ( )X

dμ̄ ( )G ( )xi ,xj ( )dμ̄ ( )G ( )xi + dμ̄ ( )G ( )xj

                         = ∑
{ }xi ,xj ⊑ v ( )X

[ ]2n - 1 - dG( )vi + [ ]2n - 1 - dG( )vj
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                         = ∑
{ }xi, xj ⊑ v ( )X

2 ( )2n - 1 - ( )dG( )vi + dG( )vj

                         = 2n3 - 3n2 + (1 - 2m )n + 2m
（3）若 u 和 v 是类型 3 的点对，则其对 Schultz 指标的贡献值为

当 i = j 时，有

∑
vi ∈ v ( )G , xj ∈ v ( )x

dμ̄ ( )G ( )vi, xj ( )dμ̄ ( )G ( )vi + dμ̄ ( )G ( )xj =  ∑
vi ∈ v ( )G

  1( )2n - 2dG( )vi + 2n - 1 - dG( )vi = 4n2 - n - 6m

当 i ≠ j 时，有

                         ∑
vi ∈ v ( )G , xj ∈ v ( )X

dμ̄ ( )G ( )vi, xj ( )dμ̄ ( )G ( )vi + dμ̄ ( )G ( )xj

                         = ∑
vi vj ∈ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

2 é
ë

ù
û( )4n - 1 - ( )dG( )vi + dG( )vj - dG( )vi （1）

                         + ∑
vi vj ∉ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

é
ë

ù
û( )4n - 1 - ( )dG( )vi + dG( )vj - dG( )vi （2）

其中，式( )1 为

4m ( )4n - 1 - 2 ∑
vi vj ∈ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

( )dG( )vi + dG( )vj - 2 ∑
vi vj ∈ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj

�

(

G

(
)

v

i

+

2

x

i

(

- 2n

(

2

i

2
x

)

v

Х

˗
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                                 = ∑
dG( )vi , vj = 1
vi vj ∈ E ( )G

2[ ](2n - 2dG( )vi ) (2n - 2dG ( vj ) ) + ∑
dG( )vi , vj > 1
vi vj ∉ E ( )G

(2n - 2dG( )vi ) (2n - 2dG ( vj ) )

                                 = ∑
vi vj ∈ E ( )G

2 é
ë

ù
û4n2 - 4n ( )dG( )vi + dG( )vj + 4dG( )vi dG( )vj

                                    + ∑
vi vj ∉ E ( )G

é
ë

ù
û4n2 - 4n ( )dG( )vi + dG( )vj + 4dG( )vi dG( )vj

                                 = 8mn2 - 8nM1( )G + 8M2( )G + 4n2( )C2
n - m - 4n ------M1 ( )G + 4 ------M2 ( )G

                                 = 2n4 - 2n3 - 4mn2 + 8mn - ( )4n + 2 M1( )G + 4M2( )G

（2）若 u 和 v 是类型 2 的点对，则其对修正 Schultz 指标的贡献值为

∑
{ }xi, xj ⊑ v ( )X

dμ̄ ( )G ( )xi , xj ( )dμ̄ ( )G ( )xi dμ̄ ( )G ( )xj = ∑
{ }xi , xj ⊑ v ( )X

[ ]2n - 1 - dG( )vi [ ]2n - 1 - dG( )vj

                                                             = ∑
{ }xi , xj ⊑ v ( )X

( )2n - 1 2 - (2n - 1) ( )dG( )vi + dG( )vj + dG( )vi dG( )vj

                                                             = 2n4 - 4n3 + ( )5
2 - 4m n2 + ( )6m - 1

2 n + 2m2 - 2m - 1
2 M1( )G

（3）若 u 和 v 是类型 3 的点对，则其对修正 Schultz 指标的贡献值为

当 i = j 时，有

∑
vi ∈ v ( )G , xj ∈ v ( )x

dμ̄ ( )G ( )vi, xj ( )dμ̄ ( )G ( )vi dμ̄ ( )G ( )xj = ∑
vi ∈ v ( )G

( )2n - 2dG( )vi ( )2n - 1 - dG( )vi

                                                                                     = ∑
vi ∈ v ( )G

(4n2 - 2n ) - (6n - 2)dG( )vi + 2dG
2( )vi

                                                                                     = 4n3 - 2n2 - 12mn + 4m + 2M1( )G

当 i ≠  j 时，有

                         ∑
vi ∈ v ( )G , xj ∈ v ( )X

dμ̄ ( )G ( )vi, xj ( )dμ̄ ( )G ( )vi dμ̄ ( )G ( )xj

                         = ∑
vi vj ∈ E ( )G

vi ∈ V ( )G ,xj ∈ V ( )X

2[ ]( )2n - 2dG( )vi ( )2n - 1 - dG( )vi （3）

                            + ∑
vi vj ∉ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

( )2n - 2dG( )vi ( )2n - 1 - dG( )vi （4）

其中，式（3）为

2m ( )8n2 - 4n - 4n ∑
vi vj ∈ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

dG( )vi + dG( )vj + ( )2 - 4n ∑
vi vj ∈ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

dG( )vi + 4 ∑
vi vj ∈ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

dG( )vi dG( )vj

= 16mn2 - 8mn + ( )2 - 12n M1( )G + 8M2( )G

式（4）为

2 ( )4n2 - 2n ( )C2
n - m - 2n ∑

vi vj ∉ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

dG( )vi + dG( )vj + ( )2 - 2n ∑
vi vj ∉ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

dG( )vi + 2 ∑
vi vj ∉ E ( )G

vi ∈ V ( )G , xj ∈ V ( )X

dG( )vi dG( )vj

=  4n4 - 6n3 + ( )2 - 20m n2 + 20mn + 8m2 - 4m + ( )6n - 4 M1( )G - 4M2( )G

（4）若 u 和 v 是类型 4 的点对，则其对修正 Schultz 指标的贡献值为

∑
vi ∈ V ( )G , z ∈ Z

dμ̄ ( )G ( )vi,Z ( )dμ̄ ( )G ( )vi dμ̄ ( )G ( )Z = ∑
vi ∈ V ( )G , z ∈ Z

1( )2n - 2dG( )vi n = 4n2 - 4mn

（5）若 u 和 v 是类型 5 的点对，则其对修正 Schultz 指标的贡献值为

∑
xi ∈ V ( )X , z ∈ Z

dμ̄ ( )G ( )xi, Z ( )dμ̄ ( )G ( )xi dμ̄ ( )G ( )Z = ∑
xi ∈ V ( )G ,z ∈ Z

2 ( )2n - 1 - 2dG( )vi n = 4n3 - 2n2 - 4mn

由上述五种情形可得，Mycielski 图的补图 μ̄ (G ) 的所有点对对修正 Schultz 指标的贡献值为
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S*( )μ̄ ( )G = 8n4 - 4n3 + ( )9
2 - 12m n2 + ( )6m - 1

2 n + 10m2 - 2m - ( )10n + 5
2 M1( )G + 8M2( )G

下面将给出几类特殊图的 Mycielski 图的补图的 Schultz 指标和修正 Schultz 指标。

推论 1 （i） S ( )μ̄ ( Kn ) = 3n3 + 11n2 - 4n, (n ≥ 2) ;
（ii） S ( )μ̄ ( Ks,t ) = 8s3 + (19t + 3) s2 + (19t2 + 2t - 11� 1s -+ �+ -t �-὇
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Results on Some Indices of Complements of Mycielski Graphs
FENG Xu，MA Li*，FENG Na，WANG Ya-hui，RESALAITI·Muhaimaiti

（College of Mathematics and Physics，Xinjiang Agricultural University，Urumqi，Xinjiang，830052，China）

Abstract：Topology index is a mathematical descriptor of molecular structure, which digitizes the structural 
characteristics of molecules such as shape, size, and branching. It is easy to calculate, has objective values, and is 
not easily limited by experience and experiments. The study of topological index graph invariants is currently 
one of the most active research areas in chemical graph theory, which can be used to describe and predict the 
physicochemical or pharmacological properties of organic compounds. This article studies two types of degree 
distance metrics for the complement of  Mycielski graphs: Schultz index and modified Schultz index. At the same 
time, expressions for the Lanzhou index of Mycielski graphs and their complement graphs of some special graphs 
are also provided. 

Keywords：Mycielski Graph；Schultz index；Modified Schultz index；Lanzhou index
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